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一 个 包含 新 的 Smarandache 函数 的 方程 


陈 国 若 
(海南 师范 大 学 教学 与 统计 学 院 ,海南 海口 571158) 


摘 要 : 定义 一 个 新 的 Smarandache 函数 57(n), 并 研究 一 个 包含 该 函数 的 方程 . 利 
用 初等 方法 ,给 出 了 一 个 包含 函数 SF7(n) 的 方程 的 正 整数 解 . 方程 只 有 五 个 正 整数 
解 . 
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1 引言 及 结果 


对 任意 正 整数 , 著名 的 Smarandache LCM 天 数 SZ(n) 定义 为 最 小 的 正 整数 m 使 得 
| 0 ，2，…， 吕 ,其 中 [1，2，… ，mm] 表示 1, 2, .……, mm 的 最 小 公 倍数 种. 例如 SZ(n) 的 前 
几 个 值 是 SZ(L) = 1 9L(2) = 2，975(3) = 3 97(4) = 4 97(5) = 5，S7(6) = 3，97L(07) = 人， 
不 少 学 者 研究 过 关于 3SZ(n) 的 初等 性 质 , 并 获得 了 一 系列 结果 , 参阅 文献 [2-7]. 现在 令 
导 一 0232 2p 人 表示 7 的 标准 分 解 式 时 , 则 由 5Z(m) 的 性 质 容 易 得 到 
SI = maxfpe， 下 下 
我 们 通常 将 满足 条 件 tn) = maxtf(pf)，flp82)， ,7(pg9} 的 算术 函数 fn) 称 为 Smaran- 
dache 可 乘 函 数 . 因此 95Z(n) 是 一 个 Smarandache 可 乘 函 数 . 受 文献 [8] 的 启发 , 本 文 定 义 了 
一 个 新 的 Smarandache 型 函数 S7(n) 如 下 : 57(1) = 了 当 交 > 1 工 且 m= YIp22 .DR 为 兄 
的 标准 分 解 式 时 定义 : 
SF(n) = min{D1，D22，… ，DK 


研究 发 现 函 数 57(n) 与 函数 95Z(n) 有 许多 类 似 的 性 质 , 例如 当 ” 为 素数 的 方 寒 时，5Z(n) = 
SZ(I) 对 于 57(n) 函数 及 欧 拉 函数 w(m)， 经 检验 我 们 发 现存 在 无 限 多 个 正 整数 ”使 得 
》 57(d) > p(m). 事实 上 , 由 (1) 式 知 , 当 m = pe 为 素数 方 寒 时 , 我 们 有 
d|m 

>》 57 = >》 57(d)=1+p+… 二 > 了 一 po =o(n) 

d 叶 dilpe 


同时 又 存在 无 限 多 个 正 整数 w% 使 得 》, 57(d) < (nm). 例如 当 m 为 两 个 不 同 奇 素数 的 乘积 


dlm 


时 , 即 2=2:9% 若 5<p<d 为 素数 , 那么 
> 57d=>》5rd=1+2p+4g<O-D:(-1= op 


dm dl29 
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于 是 我 们 自然 想到 , 对 于 哪些 正 整数 w% 会 有 方程 


和 5 = on d 
dln 


成 立 , 其 中 》 表示 对 m” 的 所 有 正 因数 求 和 , p(mn) 为 欧 拉 函 数 . 


dm 


本 文 的 主要 目的 就 是 利用 初等 方法 研究 方程 (1) 的 可 解 性 , 并 获得 了 该 方程 的 所 有 正 整 
数 解 . 具体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 
定理 方程 》 37(d) = w(") 有 且 仅 有 五 个 正 整数 解 ”= 1, 75, 88, 102, 132. 


dm 


2 引 理 及 其 证 明 


为 了 完成 定理 的 证 明 . 首先 需要 两 个 简单 引 理 . 

引 理 1 不 等 式 o(m) < 4d(m) 成 立 当 且 仅 当 m = 1, 2, 3, 4 5, 6, 7, 8, 9, 10,， 12, 14,，15， 
16，18,， 20, 21,，24，28,，30, 32,， 36, 40, 42,， 48,，56,，60, 72, 80, 84, 96,， 120, 144,， 168, 288. 这 里 
d(m) 为 Dirichlet 3 

证 明 令 mm = 0:p32 .…pR* 表示 mm 的 标准 素 因 数 分 解 式 . 我 们 分 以 下 几 种 情况 来 进行 
讨论 : 

网 和 分 全 和 由 全 性 国 于 2 风光 a 之 汪 刚 有 

OUm) pi 代 一 Di 一 了 ) 5， 
dam) 站 - 工 允 局 Qi 十 下 -IT22 2 人 ai 十 人 
即 o(m) > 4d(m). 


ii) 如 果 分 解 式 中 存在 因子 3* 且 wa > 3, 则 有 
(my) 四 3 2 
dm 一 a+l 


即 elm) > 4d(r). 


过 如果 分 解 式 中 存在 因子 5e 且 a > 2, 则 有 
om) 、524 


即 2(m) > 4d(rm). 
iv) 如 果 分 解 式 中 存在 因子 7“ 且 a > 2, 则 有 


om) 、7c-1.6 
0 
即 (mn) > 4d(m)， 
v) 如 果 分 解 式 中 存在 因子 pc 且 p > 11, 则 有 
om ae， 
d(m) 一 ca 十 1 


即 p(m) > 4d(m). 

因此 我 们 只 需 在 中 = 2 .34.5 .75(0<a<50<0<27=6=0 或 1) 中 寻找 满足 
条 件 o(m) < 4d(m) 的 正 整 数 mm 即 可 , 经 过 验证 , 得 出 以 下 的 35 个 满足 条 件 的 mm: 由 = 了 2， 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15,， 16, 18, 20,， 21, 24, 28, 30, 32, 36, 40, 42,，48,， 56, 60,，72, 80, 84， 
96, 120, 144, 168, 288. 于 是 完成 了 引 理 1 的 证 明 ， 
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引 理 2 当 mm 不 含有 素 因 子 2 时 , 不 等 式 g(m) < 6d(m) 成 立 当 且 仅 当 闪 一 3 5 7, 9， 
11,， 15, 21, 27，33，35,， 45, 63，105. 

证 明 令 普 =21 22 DR 表示 闸 的 标准 素 因数 分 解 式 , 其 中 疡 二 34 = 卫 2 用 
我 们 分 以 下 刀 种 情况 来 进行 讨论: 


i 如 果 分 解 式 中 存在 因子 3 且 w 之 4 则 有 
2tm) 、 3 .2 
dm) ”Gd 二 1 


即 2(mm) > 6d(z). 


动 如 果 分 解 式 中 存在 因子 5 且 w > 2, 则 有 
o(m) s 5c-1 .4 


dm) ”aa+TI 人 
即 (mm) > 6d(rz). 
ii) 如 果 分 解 式 中 存在 因子 7?" 且 wa > 2 则 有 
om > 6、 
dm) ~” a+1 


即 pe(m) > 6d(rr). 


iv) 如 果 分 解 式 中 存在 因子 11“ 且 a > 2, 则 有 
2(m) 、112 一 世 


dlm) 一 ca 十 1 人 
即 po(m) > 6d(m). 
v) 如 果 分 解 式 中 存在 因子 ze 且 p> 13, 则 有 
em > 有 En 6 
dm) CQ 十 1 本 


即 p(m) > 6d(m). 

因此 我 们 只 需 在 冯 =3".502.77.1150<a<30<6<10<7<10<5<1) 中 寻找 
满足 条 件 (mm) < 6d(m) 的 正 整数 mm 即 可 , 经 过 验证 , 得 出 以 下 14 个 满足 条 件 的 m: mm = 1 
3, 5, 7, 9, 11,， 15, 21, 27, 33, 35, 45, 63,105. 

于 是 完成 了 引 理 2 的 证 明 . 


3 定理 的 证 明 
ee 出 定理 的 证 明 . 容易 验证 ”= 1 是 方程 的 解 . 设 呈 > 1 且 
有 二 Di D22 Di* 是 了 的 标准 素 因数 分 解 式 , 因为 m = pe 不 满足 方程 , 所 以 当 ”满足 方程 时 
有 大 之 2 现在 
2Z(R) = Pax{pP，D32，… 28 一 22 
为 方便 起 见 设 风 = mp 满足 方程 , 此 时 应 有 : 
》 57(d) = 条 休克 (do = 》 57(d) 站 pol(p - lpotm) 


相交 i0 djm dj 了 mm iT dm 


因为 当 dlm 时 和 Po 所 以 


ze 1 一 Dopolm)<》 ST(d) 庆 环 于 = 》 57(d) + d(m). 光 


dm 和 1 可 mm dmm 
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=》 57(d)+ 到 PE um ) 
dm 
上 式 两 边 同 除 以 p"-!1(o - 1), 并 注意 到 当 dlm 时 57(d) < zi 所 以 有 
57(d) pp" 一 ] 
2 天 本 关 1 
< + Gaom = 二 dm 
当 P > 2 时 , 上 式 变 为 w(m) < 4p(m), 当 p = 2 时 , 上 式 变 为 p(m) < 6 dm). 即 若 呈 = mp 
满足 方程 , 当 p > 2 时 , 应 有 p(m) < 4d(m), 也 就 是 当 p(m) > 4d(m) 时 , mn = mpe 不 是 方程 
的 解 ; 或 当 p = 2 时 , 应 有 o(m) < 6d(m), 也 就 是 当 p(m) > 6d(m) 时 ,m = 到 :22 不 是 方程 的 
解 . 
由 引 理 1 可 知 , po(m) < 4d(m) 当 且 仅 当 mm = 1 2，3，4，5，6,， 7, 8,， 9, 10, 12，14,， 15，16， 
18, 20, 21, 24, 28, 30, 32, 36, 40, 42, 48，56, 60, 72, 80, 84, 96, 120, 144, 168, 288. 由 引 理 2 可 
知 p = 2 时, p(m)] < 6d(m) 当 且 仅 当 mm = 1 3, 5, 7, 9, 11, 15, 21, 27, 33, 35, 45, 63,105. 下 面 
只 需 讨论 在 上 述 列举 的 mm 中 , 那些 ” = rp? 满足 方程 即 可 . 
1) 当 冯 = 1 工时,m =2p2, 这 里 ?是 任意 素数 . 
》 57(d=1+p+ 了 2 二 十 D2 > 了 一 po =p(po) 
dlpe 
即 m = pc 不 是 方程 (1) 的 解 . 
2) 当 和 =2 时 ,m=2p", 这 里 p>3. 
》 57d=》 5rd+》 57(2d)= > 57(d+2(a+1) 
可 2p“ dlpe d 才 p“ dp 
=1T 二 DZ2 十 .十 p2 十 2(a+Dl) 
》 57(d) > p(2p) = (2)p(p2) =p 一 pe 
dl|2pc 
所 以 风 = 2pc(p > 3) 不 是 方程 (1) 的 解 . 
3) 当 灰 =3 时 ,m =3pc, 这 里 p 夭 3, 若 ?=2， 


>》 57(d)=》57(dj+>》 57(3d)=2"1+3a+1 
d3.2c dl2c dj2c 


对 a 用 数学 归纳 法 可 证 2*+f1 + 3a+1> 3.2c-!5 即 
》 57(d) > w(3.2") 
dl3.2c 
若 p=5, 当 aw=1 时 ,mn = 15 不 是 方程 (1) 的 解 ; 当 aw =2 时 mm = 75 满足 方程 (1), 因而 
是 方程 (1) 的 解 ; 当 a > 3 用 数学 归纳 法 可 证 
》， 57(d) =1+5+ 下 十 … 十 5+3(a+IJ<205 一 5 一) 一 p(3.5) 
dl3.5c 
此 时 = 3.52 不 是 方程 (1) 的 解 . 
若 p>5 时 , 同上 可 证 ”= 3.pc 不 是 方程 (1) 的 解 . 
4 当 和 =4 时 ,m=42", 则 p>3, 分 p=3p=5p=7D=1D=13 及 p>13 六 种 
情况 用 上 面 的 方法 讨论 得 知 ”= 42” 都 不 是 方程 (1) 的 解 . 
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5) 当 mm=5 时 ,分 p=2,p=3,p>5 讨 论 ”= 5p? 都 不 是 方程 (1) 的 解 . 

6) 当 到 =6 时 ,m=6pc, 则 p>5. 经 过 验证 得 知 当 p= 17,a = 1 时 ,= 102 是 方程 
(1) 的 解 , 其 它 情况 都 不 是 方程 (1) 的 解 . 

7) 当 普 =7, 8, 9, 10 时 , 同上 可 验证 郊 = 和 :pe 都 不 是 方程 (1) 的 解 . 

8) 当 和 = 11 时, 由 引 理 2 知道 , p = 2, 此 时 ?9 = 11. 2o, 容易 验证 当 aw=3 时 m=88 是 
方程 (1) 的 解 , 而 对 a 的 其 它 取 值 ”都 不 是 方程 (1) 的 解 . 

9) 当 和 mm = 12 时, 则 ”=12.2p", 此 时 p>5. 容易 验证 当 p= Il a= 工 时 ,m = 132 是 方 
程 (1) 的 解 , 而 对 p 及 a 的 其 它 取 值 ”都 不 是 方程 (1) 的 解 . 

10) 当 m = 27, 33, 35, 45, 63, 105 时 , p = 2, 可 以 验证 这 时 的 = 和 mn:22 都 不 是 方程 ( 切 
的 解 . 

11) 当 和 mn = 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 28, 30, 32, 36, 40, 42, 48, 56, 60, 72, 80, 84, 96, 120， 
144, 168, 288, 同上 可 以 验证 这 时 的 m = mm :po 都 不 是 方程 (1) 的 解 . 

综 上 所 述 , 方程 ai 5Z(d) = P(n) 有 且 仅 有 五 个 正 整 数 解 必 = 1, 75, 88, 102, 132. 这 就 
完成 了 定理 的 证 明 . 
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Abstract: Aim: To study an equation involving a new Smarandache function SF(m). 
Methods: Using the elementary methods，Results: Glet all its positive ipteger solutions of 


this equation，Conclusion: The equation have only five positive integer solutions. 
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